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COMPORTEMENT ASYMPOTIQUE DES HAUTEURS DES POINTS 

DE HEEGNER 

GUILLAUME RICOTTA ET NICOLAS TEMPLIER 



Resume. Le terme principal de la moyenne, sur les discriminants quadratiques satis- 
faisant la condition de Heegner, de la hauteur de Neron-Tate des points de Heegner 
d'une courbe elliptique rationnelle E a ete determine dans [12]. Les auteurs ont ega- 
lement conjecture I'expression du terme suivant. Dans cet article, il est demontre que 
cette expression est correcte et une asymptotique precise, qui sauve une puissance dans 
le terme d'erreur, est obtenue. Les annulations des coefficients de Fourier de formes 
sur GL2 dans les progressions arithmetiques sont au coeur de la demonstration. 



ABSTRACT. The leading order term for the average, over quadratic discriminants 

satisfying the so-called Heegner condition, of the Neron-Tate height of Heegner points 

on a rational elliptic curve E has been determined in [12]. In addition, the second order 

tn ' term has been conjectured. In this paper, we prove that this conjectured second order 

•^^ ' term is the right one; this yields a power saving in the remainder term. Cancellations 

i , of Fourier coefficients of GI/2-cusp forms in arithmetic progressions lie in the core of 

iS^ • the proof. 
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1. Introduction et presentation des resultats 

1.1. Problematique et resultats precedents. Soient N un entier sans facteur carre 

et 

V:= {d£Z, d<0, f?{d) = 1, d = u'^ mod (4iV), (i/, AN) = l] 

I'ensemble des discriminants fondamentaux impairs qui satisfont la condition de Heegner. 
Pour d dans P, notons H^ le corps de classes de Hilbert du corps quadratique imaginaire 
Q(vd). Soient E une courbe elliptique rationnelle de conducteur A^ et P^ G E{M.d) I'un 
des points de Heegner de E de discriminant d. Notons /jHd(Pd) la hauteur de Neron- 
Tate de ce point, sachant que la normalisation adoptee est donnee par h^^(Pd) = [Hrf : 
Q]/i(P(i) oil h : -E(Q) -^ M_|_ designe la fonction hauteur canonique (voir [14, Chapitre 
VIII Section 9] par exemple). Cette valeur, qui ne depend pas du choix du point de 
Heegner de discriminant d (voir [8]), est un invariant arithmetique du couple {E,d) qui 
semble tres irregulier, comme le suggere la figure 1 de [12]. 

Le but de cet article, est de poursuivre I'etude quantitative de h^^(Pii) en m.oyenne 
sur les discriminants d dans V. De fagon plus precise, il s'agit, comme dans [12], d'etudier 
le comportement asymptotique de la somme 



Yl ^BId(Pfl 



dev 

\d\<iY 

lorsque Y > tend vers I'infini. 

II est possible de montrer que I'ensemble V C Z possede une densite 

cardid G V, \d\ < Y} 
hm — = 2cN 

Y-»+oo Y 

dont la valeur explicite est 
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n(^-?)" 

\p\2N I 



card ({i/2 G Z /4iVZ , [y, 4iV) = l}) . 



La plupart des notations de cet article sont compatibles avec celles de [12]. 

L'approche analytique naturelle de cette etude repose sur la formule de Gross-Zagier 
( [8, Theoreme 6.1, Section I page 230]) 

^'AE.^) = ^^M,{Pd) (1.1) 



ou 2u est le nombre de racines de I'unite de Q(vd), $7 est le volume complexe de E c'est- 
a-dire le double de I'aire d'un parallelogramme fondamental de £'(C) (voir remarque 
5). La definition de la serie L apparaissant dans le membre de gauche est donnee dans 
la section 2. Les auteurs de [12] ont determine le comportement asymptotique suivant 
(voir [12, Theoreme 4.1]). 

Theoreme (G. Ricotta &i T. Vidick)- Si E est une courbe elliptique rationnelle de conduc- 
teur N sans facteur carre et F est une fonction lisse a support compact dans M^ alors 

Y, L'diE, 1)F 0-^) = ay logy + /3Y + Error + O, (^Ari5/4+eyi9/20+.^ 

oil 

Error = Oe (nY (log {NY))^^^-^') (1.2) 
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pour tout e > et oil 

r+oo 

a := CAfL(l) / F{t)dt, 
Jo 

P ■■= CN 1^°^ F{t) [l'{1) + L(l) (log (^) - 27) ) dt 

avec 

Remarque 1- Selon restimation (1.2) du terme Error, ce theoreme est un developpement 
asymptotique a un terme du premier moment de la valeur de la derivee de la serie 
Lct{E, s) au point critique s = 1, lorsque F est d'integrale non nulle. L'analyse analytique 
et numerique menee dans [12] avait suggere que ce terme devrait etre negligeable devant 
Y. L'objectif de ce travail est de confirmer cette observation c'est-a-dire de prouver qu'il 
existe des constantes reelles explicites 62 et 61 > telles que 

Error = O^ (n^^+''Y^~^^+A 

pour tout e > (voir (3.1)). 

Remarque 2- La fonction L{s) ci-dessus correspond a la fonction £(s) de [12]. D'une 
part, son expression a ete simplifiee : L{s) apparait clairement comme L(Sym E,2s) 
multiplie par des facteurs correctifs, dont le produit converge absolument lorsque s est 
proche de 1. D 'autre part, une petite erreur dans les facteurs Euleriens a la place 2 a ete 
corrigee. Ceci modifie tres legerement la valeur de /?, mais ne modifie pas la valeur de 
a. C'est uniquement ce facteur a qui est utilise dans le paragraphe 5 de [12] lors de la 
confrontation des resultats numerique et theorique. 

1.2. Presentation des nouveaux resultats. Le resultat principal de cet article est le 

suivant. 

Theoreme A— Si E est une courhe elliptique rationnelle de conducteur N sans facteur 
carre et F est une fonction lisse a support compact dans Mi alors 



E 

deV 



L^E, 1)F 0-^\ = ay logy + (3Y + O, (^ivi5/4+.yi9/20+. 



pour tout e > 0. 

Remarque 3- L'estimee est tres precise en la variable Y. Si la courbe elliptique E est 
fixee, une petite puissance dans le terme d'erreur a ete sauvee par rapport au terme 
principal. Bien qu'il soit possible d'ameliorer nettement les exposants 15/4 et 19/20, des 
arguments courts, qui donnent des exposants qui ne sont pas optimaux mais restent de 
taille moderee, ont ete privilegies. 

Une dependance explicite en le conducteur N a ete conserve tout au long de ce travail. 
La fagon dont varie hu^iPd) (ou plus simplement h{E), la hauteur de Faltings de E) en 
fonction de N est une question delicate et largement ouverte. 

Remarque 4- D'une part, cn >< 2-'^(^) et L(l) x L{Sym^E, 2) . D'autre part, 

N-' <e L{Sym^E, 2) < logiV 

d'apres [7]. Ainsi, le terme d'erreur croit (a Y fixe) bien plus vite avec N que les termes 
principaux (a et /3). Le terme principal domine lorsque N <^Y ' . 

Le theoreme A et la formule de Gross-Zagier (1.1) impliquent le corollaire suivant 
(voir [12]). 
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Corollaire B- Si E est une courbe elliptique rationnelle de conducteur N sans facteur 
carre alors 

Y. hmA^d) = C^yI logy + C^yi + O, (^Ari5/4+ey29/20+e^ 
pour tout e > 0, oil Cp est la constante definie par 

{p,2N)=l 

Remarque 5- Une autre ecriture possible pour la constante Cp est 

r ^r U (^ 1 V' deg(ci>) 

(p,2N)=l 

on $ : Xo(A^) -^ E est la parametrisation modulaire de E. Cela resulte essentiellement de 
[13] et de I'egalite Jl x deg($) = 47r^(/, /) ou (/, /) designe le produit scalaire de Peterson 
de / (voir [8, Pages 230, 308 et 310]). Ainsi, I'intuition geometrique suggerant que, a 
conducteur N fixe, la hauteur de Neron-Tate d'un point de Heegner est gouvernee par le 
degre de la parametrisation modulaire de -E, est vraie en moyenne sur les discriminants 
(voir [12]). 

1.3. Idee de la preuve du Theoreme A. Les premieres etapes sont classiques et out 
ete effectuees dans [12]. On exprime L'^{E, 1) comme un polynome de Dirichlet tronque a 
I'aide de I'equation fonctionnelle approchee. Un terme «diagonal» provenant des entiers 
n qui sont des carres fournit le terme principal ay logy + /3y, avec a et /3 comme 
donnees precedemment (note TPi dans [12]). La contribution «hors-diagonale» r'^{n), 
voir la definition (2.2), correspond aux entiers v qui sont differents de 0. C'est d'elle 
que provient le terme Error. Pour demontrer le Theoreme A, on ameliore I'estimee (1.2). 
L'estimee (3.1) montre que Error est negligeable devant PY et que Ton pent I'incorporer 
dans le terme d'erreur. 

Expliquons la difference principale avec I'article anterieur. Dans [12], il est fait appel 
a [12, (4.3)] : 

Y,r'An)^^V^. (1.3) 

Cette majoration combine astucieusement les aspects «clairsemes» de I'ensemble V et 
de I'equation 4n = n^ + \d\v'^. Elle met en evidence des annulations non triviales dans la 
somme en d : il en decoule l'estimee (1.2). 

Dans cet article, les annulations de la somme en d sont davantage exploitees en prenant 
en compte les oscillations des coefficients de Fourier a„ dans les progressions arithme- 
tiques (qui ne peuvent pas etre detectees avec (1.3)). Chaque etape est done delicate 
dans la mesure ou toute majoration trop directe briserait ces oscillations. C'est pour 
cette raison que la premiere etape de la demonstration consiste a «deployer» I'equation 
4n = n^ + \d\v'^. Intuitivement, lorsque d parcourt V, I'entier n parcourt des progressions 
arithmetiques. Au coeur de la demonstration est I'inegalite (3.6). 

L'estimee (3.6) est tres generale et pent etre amelioree dans de nombreux cas [1-6,9, 
11]. Elle est suffisante dans le cas present car le module des progressions arithmetiques 
est de taille moderee. La demonstration est de ce fait robuste et il est probable qu'elle 
s'adapte a d'autres problemes. 
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1.4. Organisation de Particle. La Section 2 decrit les proprietes analytiques de la 
serie L en (1.1), ce qui permet de decrire precisement le terme Error. La demonstration 
du Tlieoreme A est detaillee dans la Section 3. 

Notations- Le parametre principal de cet article est un nombre reel strictement positif 
Y qui tend vers I'infini. Ainsi, si f et g sont des fonctions de la variable reelle a va- 
leurs complexes alors les notations f{Y) <^b fi'(^) ou f{Y) = OsigiY)) signifient que 
\f{Y)\ est inferieur ou egal a une «constante» ne dependant que de B multipliee par 
g{Y), au moins pour Y > assez grand. La lettre e designe un reel strictement positif 
arbitrairement petit dont la valeur peut changer d'une ligne a I 'autre. La lettre /j, designe 
la fonction de Mobius et la lettre uj designe la fonction nombre de diviseurs premiers. 
Enfin, pour un produit Eulerien L{s) = Yipev -^p(s); ^ designant Vensemble des nombres 
premiers, et pour un entier k ^ 1, posons 

L(^k)is)-=llLj,{s) et L('=)(s):= J] ^p(«)- 
peV peV 

p\k {p,k)=l 

2. Prerequis analytiques 

La fonction L de E sur Q notee L{E\Q,s) = J2n>i^nJT'~^ ^^^ definie a priori sur 
3Rie (s) > |. Les travaux de A. Wiles et R. Taylor ( [16], [15]) assurent qu'il existe une 
forme primitive cuspidale / de niveau N, de poids 2 et de caractere trivial telle que 

L{E\Q,s)=L{f,s). 

Souvenons-nous que les coefficients de Fourier de / satisfont 

a„ «, ni/2+- (2.1) 

pour tout e > 0. La serie de Dirichlet apparaissant dans le membre de gauche de la 
formule de Gross-Zagier (1.1) est definie sur SRie (s) > 3/2 par 

/ \ 

Xd{m) 



Ld{E,s):-- 



E 

\{m,N)=l / 



m?^ 1 



v^ anrd{n) 



n 

,n>l 



ou Xd est le caractere de Kronecker du corps Q(v(i) et rrf(n) designe le nombre d'ideaux 
principaux de Q(vd) de norme n. Par la metliode de Rankin-Selberg, Ld{E,s) admet 
un prolongement holomorphe a C et satisfait I'equation fonctionnelle 

VsGC, Ad{E,s) = -Xd{N)Ad{E,2-s) 

oti Ad{E,s) := {N\d\Y ((27r)~^r(s)) Ld{E,s) est la serie completee (voir la section IV 
de [8] pour la mise en oeuvre de la methode). Remarquons que comme d est un carre 
modulo N ., le signe de I'equation fonctionnelle est —1, de sorte que Ld{E, 1) = 0. 

Comme explique dans I'introduction, il s'agit d'estimer minutieusement le terme Error 
qui est donne dans les equations (4.4) et (4.5) de [12], et qui apparait lorsque Ton applique 
a Ad{E,s) la methode de I'equation fonctionnelle approchee : 

Error .-2 2^ 2^ 2^ — ^ [-lv\dr [y 

Les notations sont les suivantes : 

r'ain) := card ({(n,t>) e (N x Z*) , u^ + \d\v^ = An}) (2.2) 

pour tout entier naturel n ^ 1 et tout element d deV (et plus generalement V defini en 
(3.2)) ; V : M^ -^ M est une fonction de coupure definie a la page 14 de [12] verifiant 



x-' 



V^^\x) <^j x"^/^exp (-2^^) (2.3) 
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pour tout entier naturel j. 

3. EsTiMEE DU TERME Error 
L'objectif de cette section est de demontrer que 

Error = O^ ('ivi3/i2+ey5/6+A ^3 -^^ 

pour tout e > 0. 

3.1. Estimees triviales. On commence par deployer la definition (2.2) de sorte que : 

Error = 2 V V «»X.M Mvr^WX ^ /^ 
^-^ ^-^ mn \ N d J \Y 

{m,N)=l {d,n,u,v) ^ 11/ \ 

ou la deuxieme somme porte sur I'ensemble des quadruplets {d, n,u,v) £ VxW xNxZ* 
qui verifient An = u^ + \d\v'^ . 

Le terme F{\d\ /Y) restreint la sommation k Y <^ \d\ <^ Y car F est a support 
compact dans M.^. La decroissance exponentielle de V donnee en (2.3) assure que la 
contribution des quadruplets pour lesquels 

nm^ >, N'^+^Y^\d\ 

est negligeable car elle est bornee par OB,e((-/V^)~^) pour tout nombre reel B > 0. C'est 
en particulier le cas lorsque u > U /m ou bien |f | > 1/ /m ou encore n > Nq jrr? ou 

JJ .^ ^l/2+£/2yl/2+e/2^ y _ ^l/2+e/2y£/2^ ^^ _ [NYf"^\ 

Dans toute la suite, il est done legitime de se restreindre aux intervalles de sommation 
Os^ui^ — et 1 ^ |u| ^ — et l^mi^V et 1 ^ ?i s; — ^. 

Meme lorsqu'elles ne sont pas explicitees, ces inegalites sont sous-entendues dans toute 
la suite. 

Remarque 3.1- Comme n est uniquement determine par u,v et d, le reste de la contri- 
bution pent se majorer, en valeur absolue et a I'aide de (2.1), par 

V V 1 / N\d\ ^ ^/' 

rror -^ 2^ 2^ ,^^ ^ |db2)i/2 \^y2 + \d\v'^)m^ 



«'^"'E=L' 



yjl'A/2 



V 1 V- 1 

2^ Id 1/2 1 ^; 1 3/2 + 2^ ^1^11/2 

M|<Y ' ' ' ' |d|<y ' ' 



^l/2+eyl+e 



pour tout e > 0. Cette estimee «triviale» n'est pas suffisamment precise (en fait moins 
bonne que (1-2)). Pour obtenir (3.1), il faut tenir compte des oscillations des coefficients 

On- 

3.2. La condition d sans facteur carre. Pour effectuer la somme sur d G "D, il est 
commode d'introduire I'ensemble 

P':= {deZ, (i<0, d=j/2 mod (4A^), (z/,4iV) = 1}. (3.2) 

qui est une union de 0{N) progressions arithmetiques de raison AN ; et de detecter 
separement la condition d sans facteur carre a I'aide de I'identite X^a2|(^ /i(a) = /^^(d). La 
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definition (2.2) est etendue a d G P' et la somme est coupee selon la taille des diviseurs 
a : 

Errors ^ |Error(a)| + y^|Error(a)| = Ei +£'2- 

l^ar^A a>A 

Ici, A est une petite puissance de Y qui sera «optimisee» dans la section 3.5 et 

h'iJ^)^ik ^^ [ N\d\ ) [y 

0?\d 

Le terme Ei est estime dans la section suivante alors que le terme E2 est estime dans la 
section 3.4. 

3.3. Contribution des petits diviseurs. On suppose que (a,4A^) = 1 car sinon 
Error(a) = 0. 

3.3.1. Travail preparatoire. La loi de reciprocity quadratique implique que 

r/ d \ 



Xd{m) 



[ — 1 si (m2,d) = 1 et mi impair, 

Vmi/ 

Xs{d) ( — ) si (m2, d) = 1 et mi est pair 
Vmi/ 

si {m2,d) / 1 



pour tout d dans V et tout entier naturel m = mim'^ ^ 1 oil mi est sans facteur carre. 
En particulier, la fonction 

d ^ Xd{m) 

est 4m-periodique. 

Supposons, afin d'alleger les notations, que N est impair. Le cas N pair est similaire. 
Pour tout entier d < 0, I'appartenance d £ V pent etre detectee par I'identite : 

^;j(N)TT E E Xidmd) = Sd^v 

x{mod 4) i/(mod N) 

oil X decrit les deux caracteres de Dirichlet de module 4 et V' decrit les caracteres de 
Dirichlet quadratiques de module N. 
Pour toute la suite, posons 

4'{d) ■= Xd{m)6dev'- 

C'est une fonction 4r?T,A^-periodique. 

En tenant compte de (2.2), il est possible d'obtenir I'estimation 



Error(a)^ E " E 



m 

(m,N)=l («,-u)gNxZ* 






(d,n) 

oil la sommation porte sur les couples {d,n) G Z_ x N* satisfaisant 4n = u^ + |d|t;^, 
a^ I d et 1 ^ 71 ^ No/m"^. 

Limitons-nous a estimer la contribution des v pairs sachant que la contribution des v 
impairs se traite de fagon tout a fait similaire. Dans ce cas, u est egalement pair. II s'agit 
alors d'estimer 

{m,N)=l 0^n^C//(2m) 

l^m^y l!^\v\^V/(2m) 



v^ 



8 G. RICOTTA ET N. TEMPLIER 

apres avoir effectue le changement de variables {u,v) i-^ (n/2,t;/2), et ou 

n=« (mod a D ) \ / 

(3.4) 

3.3.2. Coefficients de Fourier dans des progressions arithmetiques de petit module. Selon 
(3.4), il s'agit done d'estimer 

E{u^;a^,v'^) = ^ an'n{n)G{n), 

ni^nsCn2 

oil 1 ^ Til := u^ + a^v'^ <^ 712 := Nq/vt? , rj est la fonetion 4A^?7ia^t)^-periodique et de 
module inferieur a 1 definie par 

, , I I — TT-^ ] si n = n^ (mod a^v"^), 
i]{n) := < \ a'^v'^ J 

[0 sinon, 

et G est la fonetion definie par 

G[.) := '-V f,,/"'""^;, ,1 F ^ (" - "') /^' ^ 



X \N [x — V?) / v"^ J \ Y 

pour tout nombre reel x > 0. Selon (2.3), 



GW « (^) 



1/4 



+ 



,G'(x) « (^y %-5/^ (1 



(3.5) 



yl/4|^|l/2(^_ ^2)3/4^ 

D'apres [10, Lemma I], on a 

2_\ o-nVi'iT-) "^ {Nma^v'^)^'^xlogx. (3.6) 



En sommant par parties. 



ce qui implique que 



Y^ anV{n) > G{x) 



li^n-Cx 



[{ Yl Onr?(n) i G'(x) dx 



"1 I l^nsjz 

ni 



E(n2;a2,^;2) «^ (^^y)e (iVmaV)'/' (^Y' ^'^' ,,, (3.7) 

^ ^ V"iV (n2 + aV)i/^ 

pour tout e > grace a (3.6) et (3.5). 

3.3.3. Estimee finale de la contribution des petits diviseurs. Une estimation triviale des 
sommes en u, v, et m combinee avec (3.3) et (3.7) assure que 



Error(a) <^e {NYfNY^I^ ^ — < 



m 



l^\v\^V/{2m) l<^u<gj/{2m) 

ls:|^|<y/(2m) 



<£ {NYfN^/^Y^/'^a 



+ 



A 
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pour tout e > d'ou 

El <e {NYfN'^I^Y'^l'^A^. (3.8) 

pour tout e > 0. Cela conclut I'estimation de Ei. 

3.4. Contribution des grands diviseurs. En procedant comme dans la remarque 3.1, 
mais en tenant compte de la condition supplementaire a | d, la majoration 

Error(a) <, N'^/'^+^Y'^+^ /a^ 

est valide pour tout e > et implique, en sommant sur les a > A, que 

Ari/2y 
E2 «. {NYf^^ (3.9) 

pour tout e > 0. 

3.5. Choix du parametre A. Selon (3.8) et (3.9), 

Error <, {NYf [ iV9/4yi/2^2 

pour tout e > et le choix optimal est A := Y^'^N~'^'^'^. 
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